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Vorwort

Im Rahmen des Proseminars zur Analysis sollen die Studierenden neue mathematische
Sachverhalte selbststéndig bearbeiten und préasentieren. Vorausgesetzt werden Kennt-
nisse der Analysis I sowie im Laufe des Proseminars auch die parallel zu erwerbenden
Kenntnisse der Analysis IT und der Linearen Algebra I.

In §1 gehen wir der Frage nach, wie man den Wert der Reihe
>

2 Y
n=1 n

die wir bereits als konvergent erkannt hatten, konkret bestimmen kann. In §2 leiten wir
eine geschlossene Formel fiir Potenzsummen

] =

k" = P,(N) fiir alle N € N
k=1

mit einem explizit bestimmbaren Polynom P,(X) vom Grad n + 1 her.

In den folgenden Paragrafen lernen wir spezielle Klassen von Polynomen kennen, die
zum Teil aus der Physik kommen. Den Abschluss bildet ein “reeller” Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra.

il
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§1 Die Partialbruchentwicklung des Cotangens

Vorausgesetzt werden in diesem Paragrafen lediglich Kenntnisse der Analysis 1. Das Ziel
ist die Bestimmung der Partialbruchentwicklung des Cotangens. Als Anwendung liefern
wir eine Berechnung der Werte

o0

1
<(2k):ZW7 keNa

n=1

der RIEMANNschen Zetafunktion, die in der Analysis I (vgl. I1I(2.5)) offen geblieben
war.

Gemifs IV(5.8) war der Cotangens definiert durch

COS 2

cot :C\Zr —C, zrcotz=——.
sin z

(1.1) Lemma. Fir alle z € C\ (Zr/2) gilt die Verdopplungsformel

2 - cot(2z) = cot z + cot(z + 7/2).

Beweis. Geméf IV(5.9) gilt fiir z € C\ (Zn/2)

cosz sinz

cot z + cot(z + m/2) = cot z + tan(—z) = —
sinz  cosz

2 L2
— 2
_ Co§ posin"z C?S( 2) _ 9 cot(22),
sin z - cos z sin(2z)
wenn man die Additionstheoreme in III(3.6) verwendet. O

Als Anwendung formulieren wir das

(1.2) Lemma. Die Funktion
f:R\Z—R, zw— mcot(rz),

hat die folgenden Eigenschaften

a) f ist stetig.

b) f(x+1)= f(z) fir allex € R\ Z.

¢) 2f(x) = f(z/2) + f((z+1)/2) fir alle x € R\ Z.

d) lim, o (f(z) — 1) = 0.
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Beweis. a) Die Aussage folgt aus der Stetigkeit des Cotangens.

b) Die Behauptung folgt aus der m-Periodizitdt des Cotangens nach IV(5.9).
¢) Man verwende (1.1).

d) Mit der Regel von L'HOSPITAL V(2.12) ergibt sich

i (0= 3) =t (T )
. <m~ - cos(mx) — sin(m;))

x - sin(mz)

. —7?g - sin(7wx)
= lim | —
z—0 \ sin(mx) + 7z - cos(mx)
_ —7? -sin(mx) — 732 - cos(mw)
= lim .
z—oo \ cos(mz) + 7 - cos(mx) — w2 - sin(wx)

Wir konstruieren nun eine weitere Funktion mit dieser Eigenschaft. Dazu sei

N
1

=—N

(1.3) Satz. Die Reihe

. 1 - 2x
S(flf): hm SN(I):;‘I—ZM
k=1

N—oo

konvergiert absolut auf R\ Z und erfullt die folgenden Eigenschaften:
a) s ist stetig.

b) s(x+1) = s(z) fir allex € R\ Z.

¢) 2s(z) = s(x/2) + s((x +1)/2) fir alle x € R\ Z.

d) lim,_o (s(z) — 1) =0.

Beweis. Man hat zunachst

- 1 1 L 2
(o) =3+ 3 (5542 k>:§+2m'

k=1

Fiir || < N, k > 2N hat man
2% — K?| = k* — |2]* > k* — (k/2)* = 3k*/4.
Also ist
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eine konvergente Majorante auf [—N, NJ.
a) Fir |z|,|y| < N und k£ > 2N hat man

2 2 .2 2| T 12 2 2 ar = 2 2 '|$_y|:—2|37—?/|>
22— k2= K2 e = R [y k2] T (3R2/4) - (3K2/4) Ok
also
40 <= 1
1s(z) — s(y)| < [san(x) — son(y)| + |2 — ¥ 5 Z o
k=2N+1

Weil sy (2) als rationale Funktion auf R\ Z stetig ist, folgt die Stetigkeit von s(z) auf
R\ Z aus der LiPSCHITZ-Bedingung.
b) Fir N e N, z € R\ Z gilt

N 1 N 1 1 1
1) = — = N
sy(z+1) Zx+1+k‘ (Z x+k>+I+N+1 r— N’
k=—N k=—N
also
(x+1) = lim sy(e+1) = li (@) + —— : (z)
= lim = lIm - - '
S\ N—>008Nx N—oco SNAT r+N+1 r—N o
c) Aus
1 1 2 2

= -
+k T4k 42k x+2k+1
ergibt sich
N

+1 , 1 1
S<g)+s<x2 ):J\}'l—{noo<z £+k+m—;1+k>

k=—N 2

Yoo 1
=21
Nl—r>noo (k;Nx+2k+x+2k+1>

. 1

d) Fiir 2] < § gilt [2? — k2| > k> — & = 3k2/4, k € N, also

1 = 27 8 x= 1
_ | = < = -
s(z) x ; x? — k2| 3|x\ ; k?
Es folgt
1
1 _ ) =
lim (s(z) :c) 0 -

Im néchsten Schritt untersuchen wir die Eindeutigkeit.
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(1.4) Eindeutigkeitssatz. Sei f: R — R stetig mit den Figenschaften
(1) f(x+1) = f(z) fir alle x € R,
(i) 2- f(x) = f (%) + f (52) fir alle x € R.

Dann st f konstant.

Beweis. Indem man ggf. f durch f— f(0) ersetzt, darf man ohne Einschrankung f(0) =
0 annehmen. Weil [0, 1] kompakt ist, liefert (i)

m = swp{|f(@)]; € R} = sup{|f(@); 2 € [0,1]} < o0
und es existiert ein a € [0, 1] mit |f(a)| = m. Also ist
a€M:={yeR; |f(y)]=m}.

Fiir y € M gilt nach (ii)

m=troi=5)7(5) « 1 (157)| <3 ([ )] +[r (757)]) < gomem =

Also steht iiberall ,, =* und somit
Y y+1
ZeM, =— M.
2 ' 2

Mit einer Induktion folgert man a/2% € M. Mit der Stetigkeit von f folgt
0= |£(0)] = lim |F(a/2)] = m

also f = 0. O

Als Folgerung notieren wir den

(1.5) Satz von der Partialbruchentwicklung des Cotangens. Fiir alle x € R\Z
gilt

7TCOt7TSL’ ——+Z 3 k:2
T

Beweis. Sei
f:R\Z—R, z~ mcot(rz)— s(x).

Nach (1.2) und (1.3) erfiillt f die Bedingungen (i) und (ii) aus (1.4) auf R\ Z. Wegen
ilir(l] f(z) = mh—>nolo ((mcot(mz) — 1) = (s(z) = 1)) =0

kann man f durch f(k) := 0 fiir k + Z zu einer stetigen Funktion auf R fortsetzen,
die die Voraussetzungen von (1.4) erfiillt. Dann liefert (1.4) auch f = 0 und somit die
Behauptung. O
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Mit der aus der Analysis I bekannten RIEMANNschen Zetafunktion

¢(s) ::Z%, s> 2
k=1

erhalt man das

(1.6) Korollar. Fiir alle x € R, |z| <1 gilt

mx - cot(mr) =1—2 Z ¢(2n)z*".

n=1

Beweis. Da man wegen der absoluten Konvergenz beliebig umordnen darf, folgt aus
(1.5) mit der geometrischen Reihe

. 22 2 — 1 1
7TLL"COt(7TLL’):1+;m =1-2z ;ﬁm

TR

223

k=1 n=1

[ee) oo 1 a

SO P ERIED WL

n=1 \k=1 n=1

Nach V(1.11) gilt cot’ z = —1 — cot? z fiir alle € R\ Zx. Damit verifiziert man das

(1.7) Lemma. Die Funktion
f:(=1,1) =R, =z 7mx-cot(rz),
erfullt die Differentialgleichung
- f(z) = f(x) - f2)* — 7w,

Setzt man auf beiden Seiten die Potenzreihenentwicklung aus (1.6) ein und vergleicht
die Koeffizienten von 22", n € N, so folgt das

(1.8) Korollar. FEs gilt
2

=1 T
C(2):Zp:€
k=1
und fir allen € N, n > 2

(n+3)¢@n) = > ((2k)-¢2),
R

isbesondere
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Mit einer Induktion nach n folgt aus (1.8) das

(1.9) Korollar. Fir allen € N gilt

¢(2n) € Q- 7™

Uber den arithmetischen Charakter der Werte ¢(2n 4 1) ist nicht viel bekannt, aufer
dass ((3) irrational ist.

§2 BERNOULLIsche Zahlen und Polynome

Ziel dieses Paragrafen ist es, die Werte der RIEMANNschen Zetafunktion genauer zu
untersuchen. Dabei taucht in kanonischer Weise eine Klasse von Polynomen auf, die so
genannten BERNOULLIschen Polynome.

Wir beginnen mit einer etwas ungewohnlichen Definition, deren Motivation aber bald
klar wird.

(2.1) Definition. Die BERNOULLIschen Zahlen sind definiert durch

1 2n
BQ = 1, Bl = —5, Bgn+1 = 0, Bgn = (_1)n+1 2 . (2”)'(2(71_)22” n e N

Aus §1 wiederholen wir im Wesentlichen das

(2.2) Lemma. Es gilt

a) B, € Q fir alle n € N.

4. 2.
b) |Bn| < —— fur allen € N und —— < |B,| fir alle geraden n € N.
(2m) 7T) (27T)
c) (—1)""' By, > 0 und
B2n

C(2n) = (—1)" — (27r) " fir alle n € N.

2(2n)!

Beweis. Man verwende (2.1), (1.9) sowie

77.2

1§C(2n)§(’(2):€§2 fiir alle n € N.

Die BERNOULLIsche Zahlen treten als Koeffizienten einer Potenzreihenentwicklung einer
einfachen Funktion auf.
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(2.3) Lemma. Die Potenzreihe

00 Bn .

hat den Konvergenzradius 2m und es gilt

— B, t
Z —t" = fir alle 0 < |t| < 2.
n! et —1

n=0

Beweis. Den Konvergenzradius berechnet man aus (2.2) b) mit der geometrischen Reihe
als Majorante und Minorante. Mit (2.1) und (1.6) berechnet man fiir 0 < || < 27.

s n e (o
—t/2 t/2
1 1. ’ = _1 14 e
= =3t + gitcot(it/2) = =3t — 3t —m——5

o—t/2 t
=~ e t2 _ etz ot —1 )

Daraus entwickeln wir eine Rekursionsformel.

(2.4) Korollar. Fiir allen € N gilt

i(nzl)f;k:o.

k=0

Beweis. Aus (2.3) folgt fir 0 < |¢| < 27

88 (g3
k=0 k=0 k=1

B %) n 1 .
_HZ(;k!(nH—k)!B’“)t ‘

n=1 =

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Korollars kann man die BERNOULLIschen Zahlen rekursiv berechnen.
Auf diese Weise kommt man auch leichter zu den Werten ((2n) als {iber die quadratische
Rekursionsformel in (1.8). Wir vermerken die konkreten Werte

1 1 1 1 5 691

1) By=-, Bi=——, Bg= -, By———
() 2 67 4 307 6 427 8 307

(2.5) Definition. Die BERNOULLIschen Polynome B, (z), n € Ny sind definiert durch

n

Bu(z) =Y (Z) By 2* € Q).

k=0
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B,,(z) ist ein normiertes Polynom vom Grad n. Mit (2.1) und den obigen Werten (1)
folgert man
(2) Bo(z)=1, Bi(z)=x-3, Bs(z)=2"—z+3%, Bsz)=2"-32"+ 3z,

By(z) =a" —22° + 2% — &, Bs(z)=2"— 32"+ 32° - L.

(2.6) Satz. Es gilt
a) B,(0) = B, fir alle n € N.
b) Bl (x) =nB,_1(x) fir alle n € N.

( ) P
c) Z . 1furallex€(C,t€(C, |t| < 2.
— e —

d) B,(1—1z)=(=1)"B,(x) fir alle n € Ny.
e) B,(1) =B, fir allen € N, n # 1.

f) Bu(x+1) = B,(x) + nz""! fiir allen € N.

Beweis. a) Die Aussage folgt aus (2.5).
b) Es gilt

" /n—1
Z k:( ) kil =n <k B 1)Bn_1_(k_1) = nB,_1(z).
1

c) Mit (2.3) erhélt man fir |¢| < 27

6t_1:Zﬁt 'Zyt
k=0 k=0
—~\= (n—Fk)! k! — n!

d) Mit ¢) erhalt man fiir |t| < 27

n

] r_ I —t _
o n! e 1 1—e e 1 —~

= B,(1—2) te(l—)t te=*t (—t)er(= i B, ()

Ein Koeffizientenvergleich liefert nun
B,(1—1z)=(=1)"B,(x).

¢) Man verwende d), a) sowie B,, = 0 fiir alle ungeraden n # 1 nach (2.1).
f) Mit c) ergibt sich fiir |¢t| < 27

o0 Bn(flf ‘l‘ 1) te(r-l—l)t text . tn
—t" = = te® —.
;:0 n! et —1 et—1+ +Z )+ na” )n!

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung. O
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Wir erinnern uns an die Formeln

ik:N(NH)

2 )
k=1 k=1

k* =

WE

N(N +1)(2N + 1).

1
6

Mit Hilfe der BERNOULLIschen Polynome kénnen wir nun die allgemeine Potenzsumme
ausdriicken. Die Summe der n-ten Potenzen lédsst sich durch ein Polynom vom Grad
n + 1 explizit ausdriicken.

(2.7) Satz. Fir allen, N € N gilt

WE

1 Nt 1 n+1 ,
k" = B,i1(N)=B,11(0)) = LY — § By, N 172
2K = g (BN =Bun0)) = Sy +n+11<-<n< 2j ) Y

— R )

Beweis. Aus (2.6), (2.1) folgert man

N N
1 1
D= D> (Bun(b 1) = Bua(K) = —— (Buna(N +1) = Bua(1))
k=1 k=1
1 1
=1 By (N+1) — Bn+1(0)) T B (N) - Bn+1) +N
1 n+1 n+1 .
= Bni1_; N7+ N"
p— ; ( j ) +1—5 VT +
N1 1 n+1 -
_ SN B 'Nn+1—2j. O
nrl 2 +n—|—1z<2j) “

ik?’ = %Nz(N—}-l)? _ (w)z

=
Il
—

N
> k= 3—10N(N +1)(2N +1)(3N? + 3N — 1).
1

=
Il

(2.8) Satz. Sind ag,...,a,—1 € R, so erfillt ein Polynom P(x) € R[x] genau dann
die Funktionalgleichung

n—1

Plx+1)— P(x) = Zakxk fiir alle = € R,

k=0

wenn es ein c € R gibt, so dass
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Beweis. Das angegebene Polynom erfiillt nach (2.7) die Funktionalgleichung. Sei nun
P(z) € R[] eine beliebige Losung. Dann erfiillt das Polynom

n
af—1

Q) = Pl) = > %2 By(a)

k=1

die Funktionalgleichung
QO +1) = Q(a).

Hétte Q(x) einen positiven Grad m, so kommt man nach (m — 1)-maligen Differenzie-
ren auf ein Polynom von einem Grad < 1, also der Form ax + 3, o # 0, mit dieser
Eigenschaft. Das ist ein Widerspruch. Also ist Q(x) konstant. O

Wir beweisen noch eine Orthogonalitatsrelation.

(2.9) Satz. a) Es gilt fir alle m € N

1

1
B, () dz =0, B, ()By(z) dz = ——B,,.1.
/ (@) dz =0 / (D)Bi(2) do = —— By
0

b) Fiir alle m,n € N mit m # n (mod 2) gilt

ij(:c)Bn(:c) dx = 0.

Beweis. Aus (2.6)b) und c) ergibt sich

. - n _1|_ 1 (Bm—i-l(]-) - Bm+1(0)) = 0

1
/Bm(x) dx = — le+1(x)

Fiir m > n > 1 folgt mit partieller Integration und (2.6)
1 1

B n
Com+1

0 m+1

B () B ()

/ Bovis(2)Bos (2) da

0

/ Byu(2) By (x) da

o

n

1
) /Bm+1($)Bn_1(SL’> dz.
0

- = ((_1)m+n+1 o 1) Bm+an o —~

Daraus folgt b) mit einer Induktion nach min{m,n}. Fiir n = 1 folgt

/Bm(x)Bl(x) do = 2(m_7-1m) (“1)" — 1) Byys = %HBm+1.
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§3 LEGENDRE-Polynome

In diesem Paragrafen fiithren wir eine weitere Klasse von Polynomen ein, die in der
Physik eine Rolle spielen und wiederum bestimmte Orthogonalitdtskriterien erfiillen.

Aus den Ubungen zur Analysis I wiederholen wir

o0

(1+y)T:Z<;>yn7 _1<y<17 T€R7
0

(8) . (2) ::r-(r—l)-.ﬁ.!-(r—n%—l), en

Als verallgemeinerten Binomialkoeffizienten hat man insbesondere
—1/2\ (=" [(2n
* )= ()

(3.1) Definition. Die LEGENDRE-Polynome P,(x), n € Ny, in Q[z] sind definiert
durch

1 d

= — (22— 1)
2nn ! dxm (@ )

Py(x)

Also hat man insbesondere

(1) Po(z) =1, Pi(z)=z, P(z)=3032"—-1), Ps(z)=3(52"—3z).

(3.2) Lemma. Fliir alle n € Ny gilt

VA CEen—2k) i
Fule) = kzzo 2“15;!(n)—<k)!(n—)2k)! T Ba(mw) = (2 ().

P, ist ein gerades (bzw. ungerades) Polynom vom Grad n, falls n gerade (bzw. unge-
rade) ist.

Beweis. Mit der binomischen Formel folgt

1 dn n k_2n—2k
Fale) = 2nn!l dzm Z (k)( 1)z

D2l
= "
prt 2nkl(n — k)!(n — 2k)!

Also tauchen in P,(z) nur gerade (bzw. ungerade) Exponenten von x auf, wenn n gerade
(bzw. ungerade) ist. Daraus folgt die Behauptung. O
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Die meisten der weiteren nicht-trivialen Ergebnisse beruhen auf der Bestimmung der
erzeugenden Funktion.

(3.3) Satz. Fliir alle x,t € R mit |[t* — 2zt| < 1 gilt

w(z,t) = (1 — 2t 4+ t2)7Y2 = Z P, (z)t".
n=0

Beweis. Aus (x) erhélt man fiir [¢* — 2xt| < 1 mit der binomischen Formel

o) =S (‘1/ 2) (12 — 21)"

EE e

~ (=D*En)la
2ntkplkl(n — k)!

(]

n

[
WE

n=0

[
hE

Il
o

n k=0

Da man wegen der absoluten Konvergenz umordnen darf, folgt daraus

w(z,t) =Y Ay (z)t",

m=0

e 2ntknlkl(n — k)!

n+k=m

- ““f eI [ —
~ 2 kI (m — k)i (m — 2k)1

= P (),

wenn man (3.2) verwendet. O

Als Folgerung notieren wir das

(3.4) Korollar. FEs gilt fir allen € N

N 0, falls n ungerade,
P =1, P(-1) = (1), Pn<o>={(_1/2
n/2

), falls n gerade.

Beweis. Man setzt x = 1, —1,0 in (3.3) ein und vergleicht die Koeffizienten von t" auf
beiden Seiten. O

Fur festes  konnen wir die Funktion w nach ¢ differenzieren und erhalten fiir alle
hinreichend kleinen x, ¢

ow

1-2 ) i
( xt+t)8t

(,t) + (t — v)w(z,t) = 0.
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Setzt man auf beiden Seiten die Potenzreihenentwicklung in ¢ aus (3.3) ein, so folgt
(1= 2at+ 1)) (n+ P (2)t" + (t—2) Y Po(a)t" =
n=0 =
Vergleicht man die Koeffizienten von t", so ergibt sich
P (x) —zPy(z) =0
und

(n+1)Pyy1(x) — 2anP,(z) + (n — 1)Py_1(z) + Po1(z) — 2P, (x) =0, n>1.

Damit haben wir das

(3.5) Korollar. Die LEGENDRE-Polynome erfillen die Rekursionsbedingungen
Py(z)=1, Pi(x)==x

und

(n+1)P1(x) — (2n+ DaP,(x) + nP,_1(x) =0 fir n> 1.

Mit (3.3) verifiziert man fiir festes ¢ und hinreichend kleine x die Identitét
(1 —2at + tz)a (z,t) — tw(z,t) = 0.
Ox
Setzt man die Reihenentwicklungen ein, so folgt

(1—2xt+t2ZP’ ZP Wt =0, n>1.

n=0

Vergleicht man die Koeffizienten von #"*!, so folgt
Pi(z) =0, P{(x)— Pi(z)—2xPi(x) =0
und
() Pl i (x) —2zP,(z)+ P, _,(z) — P,(x) =0, n>1.
Nun differenziert man die Rekursionsformel in (3.5)
(n+ 1P, 1 (z) — (2n+1)P,(z) — (2n+ 1)aP,(x) + nP,_,(x) = 0.

Setzt man fiir P,_,(z) den Wert aus (xx) ein, folgt a) in

(3.6) Korollar. Es gelten die Rekursionsformeln fir alle n € N:
a) By (2) — 2P (z) = (n+ 1) Pa(a),
b) xPy(x) — Py (z) = nFy(z),
¢) Bpp(x) = Py (2) = (2n 4 1) Po(),
d) (1 —2?)P!(x) = nP,_1(x) — nzP,(z).
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Beweis. b) Setzt man den Wert von P, (x) aus (+*) in a) ein, so ergibt sich die Formel
in b).

c¢) Die Aussage ergibt sich durch Addition von a) und b).

d) Man benutzt a) fiir n — 1 statt n und substituiert den Wert von P!_,(x) aus b). O

Differenziert man d), so folgt
(1= a*)Py(@)] = n[Pr_i(2) — 2Py (x) = Pa(z)] = —n(n + 1) Py (),

wenn man b) verwendet. Das Ergebnis ist

(3.7) Korollar. Fiir jedes n € Ny erfillt u(z) = P,(x) die Differentialgleichung

(1 — 2/ ()] + n(n + Du(z) = 0.

Diese Differentialgleichung spielt in der mathematischen Physik eine wichtige Rolle.

Im néchsten Schritt wollen wir die Orthogonalititsrelationen bestimmen. Dazu nutzen
wir (3.7) fiir u = P,,, multiplizieren mit P, und subtrahieren die Gleichung, die aus
(3.7) fiir u = P, multipliziert mit P,, entsteht

(1 —2?) P ()] Pu(z) — [(1 = 2?) P (2)] Pr() + [m(m+1) —n(n+1)] Pn(z) Pu(z) = 0
bzw.
(1= 2?)(P),(x)Py(z) — P,’L(x)Pm(x))]/ +(m—n)(m+n+1)P,(x)P,(xz) = 0.

Integration iiber [—1, 1] liefert

(m—n)(m+n+1) /Pm(a:)Pn(x) dr = (1 —2*)(P, (2)P,(x) — P.(x)P,(z))| =0.

-1

(3.8) Satz. Die LEGENDRE-Polynome erfillen die Orthogonalititsbedingungen

1
a) [ Py(x)P,(x) dx =0 fir alle m,n € N, m # n.
“1

2n+1

1
b) [ P(x)dv = 2= fiir alle n € Ny.
1

Beweis. b) Fiir n = 0, 1 ist die Behauptung klar wegen

1 1 1 1

1

-1 -1 -1 -1

9

-1

Sei also n > 2. Wir verwenden (3.5) fiir n — 1 statt n und multiplizieren die Gleichung
mit (2n + 1) P,(x):

n(2n + 1)P*(z) — (2n — 1)(2n + DaP,_1(2)Py(x) + (n — 1)(2n + 1) P,_s(z) Py (z) = 0.
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Multipliziert man (3.5) mit (2n — 1)P,_1(x), so folgt
(n+1)2n—1)Pyy1(2)Py_1(z) — (2n+1)(2n—1)2P,(2) Py_i(x) +n(2n—1)P2_,(z) = 0.
Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist

n(2n 4+ 1)P2(z) + (n — 1)(2n + 1) P, _o(x) Py(z) — (n + 1)(2n + 1) Puyi(z) Py (7)
—n(2n —1)P?_(z) = 0.

Integriert man iiber [—1, 1] und verwendet a), so folgt

1 1

2n —1
P2 = pP? :
[P = [P @
~1 ~1
Mit einer Induktion nach n ergibt sich die Behauptung. O

Wir wollen nun auch komplexwertige Funktionen differenzieren und integrieren. Fiir
f:la,bl = C, f=u+iv, u,v: [a,b] — R definieren wir

b b b

F() = W (t) + v (b), /f(t) dt ::/u(t) dt+z’/v(t) dt,

a a a

sofern die rechte Seite jeweils existiert. Ist g = u; + tvq, so hat man
(f - 9) = (uuy —vv1)" + i(uvy + ugv)’

u'uy + uuy — v'vy — ovy) 4+ i(u'vy + uvy + ujv + ugv’)
uw'uy —v'vy) + i(u'vy + uiv) + (uuy — vvy) + i(uv] + ugo’)
u' 4+ (ug + o) + (u+w) - (uy+vy) = f g+ fg.

=
= (
= (
=

Also gilt die Produktregel auch fiir komplexwertige Funktionen.

(3.9) Satz. Fir alle n € Ny gilt

a) P(z) =1 [(z+ Va2 —1lcosp)" dp, z € R.
0

b) -1 < P,(x) <1 fir-1<z<1.

Dabei kommt es in a) nicht auf die Wahl der Wurzel fir |z| < 1 an.

Beweis. a) Fiir z € R sei

Qu(z) = %/(SH Va2 —1cosp)" dp
0
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Nach VI(2.9)f) und (xx) gilt fiir alle k € Ny

™

ik / kud 0, falls k£ ungerade,
— [ cos =
T vy (;1//22)7 falls k gerade.

0

Also hat man
e 3 (g o)

0<j<n/2

und damit die Unabhéngigkeit von der Wahl der Wurzel. Insbesondere gilt
Qo(z) =1=PFy(x), @Qi(x) =z= Pi(x).

Nun verifiziert man @,,(x) = P, (z) mit einer Induktion nach n.
b) Da das Integral reell ist, folgt mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale VI(1.19) fiir
—1 <2 <1 wegen

|z + Va2 —1cosp| = |z+ivV]1—2x2cosy
= /224 (1 —22)cos?p < /a2 4 (1 —22) =1

sogleich

1 ™

|P.(x)| = |Re - /(93 + Va2 —1cosyp)" dp
0

s

1
= %/Re(af—l—vﬂ—lcosgp)" dp
0

dp

IN
3| =

/ Re (z + vVa? — 1cos )"
0

(x + Va2 —1cosp)"| dp

IA
S|
O\H

IN
S| =
o\

u

AS)

I

[

]

§4 LAGUERRE-Polynome

(4.1) Definition. Die LAGUERRE-Polynome L,(z), n € Ny, sind definiert durch

R
Lalw) = ! dan

(x"e™™).
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§ y

Konkret erhalten wir

(1) Lo(z) =1, Li(z)=-x+1, Ly(z)=23i(z"—42+2).

Dass es sich wirklich um Polynome handelt, zeigen wir in dem

(4.2) Lemma. L,(z) ist ein Polynom vom Grad n mit L,(0) = 1 und

Lo(z) = zn: (‘kl!)k (Z) * € Qll.

k=0

Beweis. Wir verwenden die LEIBN1Zsche Formel

(W)™ =3 (Z) By (k)

k=0

und erhalten daraus

1 o~ (n\ d .. d %
Lufw) = Zre Z <k)W( A

Wie in den vorherigen Paragrafen studieren wir nun die erzeugende Funktion.

(4.3) Satz. Fiir alle x,t € R, |t| <1 gilt

—xt/ (1—1¢)

w(z,t) = N —7 Z

n=0

Beweis. Mit der Exponentialreihe und I11(4.11) folgt fiir z,t € R, |t| < 1

e~/ 22 . 1 =1 RN A
= (1—t)k+1:ZH(_x) < r )t
k=0 k=0 r=0
(& <—1>k< n ) )
-3 (> e

=\ k! n—=k

da man wegen der absoluten Konvergenz umordnen darf. Dann folgt die Behauptung
aus (4.2). O

Wir erhalten wiederum verschiedene Rekursionsformeln.

(4.4) Satz. Fir allex € R und n € N gilt

a) (n+ 1)Ly (x) + (. —2n — 1)Ly (x) + nl,_1(x) =0,

b) Liy(2) = Ly 1 (x) + Ly () = 0,

&) (& —n = V(@) + (0 + 1)Ly (2) + (20 + 2 — 2)La(2) + (0 + 1) Losa(2) = 0,
d) xL! () =nL,(x) —nL, 1(z).
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Beweis. a) Man verifiziert fiir x,t € R, |t| < 1

(1— t)z%(x,t) + (z — (1 = t)w(z,t) =0,

also

(1=1*) (n+ D) Lppa(2)t" + (x = 141) Y L(x)t" = 0.
n=0

n=0

Ein Koeffizientenvergleich von ¢" auf beiden Seiten liefert die Behauptung.
b) Man verifiziert leicht fir z,¢t € R, |t| < 1

ow

(1—t)£

(z,t) + tw(z, t) =0,
also

(1—1) i L (2)t" + i L1 (2)t" = 0.

Ein Koeffizientenvergleich von ¢" liefert die Behauptung.
¢) Man verwendet a) und die differenzierte Gleichung in der Form

nL, 1(z) =—m+1)L,1(z)+ (2n+1—2)L,(z),
BE) 1 (2) = —(n+ DI (1) + 20+ 1 — )L (@) — Lo(o).

Setzt man diese Werte in b) ein, so folgt die Behauptung,.
d) Fiir n = 1 ist die Behauptung klar nach (1). Man verwendet c) fiir n — 1 statt n > 2:

(x —n)L,_(x) =—nL (z)+ (x — 2n)L,_1(x) — nL,(z).

Einsetzen in b) liefert die Behauptung. O

Wir leiten noch eine Differentialgleichung her.

(4.5) Korollar. Fir alle n € Ny gilt

oL (z) + (1 —2)L (z) + nL,(z) = 0.

Beweis. Fiir n = 0 ist die Behauptung wegen Ly = 1 klar. Sei n > 1. Die Differentiation
von (4.4) d) liefert

2L(x) = (n = 1)L, (x) — nLi,_, ()
— —L(x) ~ L1 (x)
— (¢ — )L (2) — nLy(2),

wenn man (4.4)b) und (4.4) d) verwendet. O
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Weil die Exponentialfunktion schneller wiichst als jedes Polynom existieren die unei-

gentlichen RIEMANN-Integrale

oo

/e_xP(a:) dr fiir alle P(z) € Rz].

0

(4.6) Satz. Es gilt
a) [ e Ly(x) Ly (x) dz =0 fiir alle n # m.
b) [C e "Li(x) du =1 fir alle n € Ny.

Beweis. a) Die Funktion
un(z) = e *?L,(z), z€R, neN,
erfiillt nach (4.5) die Differentialgleichung
(zuy () + (n+ 5 = $ua(x) =0,

bzw.
(@t (@) + (m 4} = D) = 0.

Nun multipliziert man die erste Gleichung mit u,,(z), die zweite mit u,(x) und subtra-

hiert

(211, (2)) i (%) = (23, (2)) U () + (1 = 1)U ()t () = 0
bzw.

[, (@)t () = wn(2)r, (2))] + (0 = m)up ()t () = 0.
Integration iiber [0, co] fiihrt zu

7 Ll (z) dz = (n—m) 7un(x)um(x) dx

}%Ergox(u (@) (2) — wn(z)ul, (2))

Daraus erhélt man die Behauptung.
b) Wir verwenden eine Induktion nach n. Fiir n = 0, 1 erhélt man

[e.9] o0 oo o0

/e_xL(Q)(x) dx = /e‘x dr =1, /e_IQLf(x) dr = /e‘x(x2 —2x+41)der=1.

0 0 0 0

Sel also n > 2.
Ersetzt man n durch n — 1 in (4.4) a) und multipliziert mit L,,(z), so folgt

nL2(z) + (x —2n+ 1)Ly (2) Lo(z) + (n — 1)L, _o(x) L, (z) = 0.
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Davon subtrahieren wir die Gleichung (4.4) a) multipliziert mit L,_;(x) und erhalten
nL?(x)—nL? | (x)—(n+1)Lpyy () Ly (2)+2Ly (2) L1 (2) +(n—1) Ly, (2) Ly_o(z) = 0.

Man multipliziert mit %e‘x und integriert iiber [0, occ]. Mit a) folgt

/e_xLi(x) dx = /e‘mLi_l(x) dzx.
0 0
Mit der Induktionsvoraussetzung ergibt sich die Behauptung. O

§5 HERMITE-Polynome

(5.1) Definition. Die HERMITE-Polynome H,(z), n € Ny, in Rlz| sind definiert
durch I
5[72

2
—x
dan e , ne NQ.

H,(x) =(=1)"¢

Der Formel entnehmen wir direkt

Ho(z) =1, Hi(r) =2, Hy(x)=4z">—2, Hs(z)=_8x"—12z.

(5.2) Satz. Fiir x,t € R gilt

o Hn
w(x,t) _ e2xt—t2 _ Z (ZL’) s
—~ n!

Beweis. Aus der Exponentialreihe folgt, dass w(zx,t) = e** - e~ sich fiir festes x als
Potenzreihe in ¢ darstellen léasst. Also gilt

=1 Jo"
2xt—t2 _ n
w(z,t) =e = Z o {%w(m, t)}t_ot
n=0 =
Nun folgt
o" 2 O" 2 > d 2
> ¢ _ 7 7 —(z—t) — (—1)"e® — N :Hn
gt =T et (et e i@

Als Folgerung erhélt man das
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gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

[n/2]
o (_l)kn‘ n—2k
Halw) = ; p—TATICEY

(5.3) Korollar. H,(z) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n, falls n

und
H,(0) 0, falls n ungerade,
S (—1)”/2#!2)!, falls n gerade.
Beweis. Aus (5.2) ergibt sich
= H, =1 = (1)
n('if) o et =t ZE(%t)k Z E') 42
n=0 k=0 1=0

da man wegen der absoluten Konvergenz beliebig umordnen darf. Der Vergleich der

Koeffizienten von t" liefert die Behauptung. O
Wir beschreiben die Rekursionsformeln in dem
(5.4) Satz. Fir allex € R, n € N gilt
a) Hyp1(z) — 22H,(z) + 2nH,—1(z) =0,
b) H (z) = 2nH,_1(x),
c) H(z) — 2zH, (x) + 2nH,(z) = 0.
Beweis. a) Mit (5.2) verifiziert man
0
—w(z,t) — (22 — 2t)w(x,t) = 0,
ot
also
c Hn+1($) n - Hn(llf) n
> ot — (2w —2t) ) =0,
n=0 n=0
Vergleicht man die Koeffizienten von t", so folgt die Behauptung.
b) Man verifiziert
0
%w(:ﬁ,t) — 2tw(z,t) =0,
also
= H' (x) > H,_(z)
dommr 2y t" = 0.
—~ nl — (n—1)!
Man vergleicht wieder die Koeffizienten von t".
¢) Man benutzt a) und b). O
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Als Folgerung erhalten wir das

(5.5) Korollar. Die Funktion

erfillt die Differentialgleichung

u(2) + (2n 4+ 1 — 2*)u,(x) = 0.

n

Beweis. Man setzt (5.4) ¢) ein. O

WEeil die Exponentialfunktion schneller wichst als jedes Polynom, existiert das uneigent-
liche RIEMANN-Integral

/ e ¥ P(z) dx fiir alle P(z) € Rlz].

—00

(5.6) Satz. Es gilt

a) [ e H,(x)H,(x) dx =0 fir alle n,m € Ny, n # m.

b) [ e* H2(z) dx = 2"n!\/7 fir allen € N.

Beweis. a) Mit (5.5) erhélt man
d

—= (U (@)um (@) = un (@), (2)) = 0 (@)um () = wn(@)uy, (2) = 2(n = m)un(@)um(@).

Aus lim, 1 u), () = lim, 1 u,(x) = 0 folgert man

oo o0

0=2(n—m) / U () U () do = / e " H,(z)Hy(z) da.
b) Fiir n = 0,1 gilt (vgl. X(3.7))
/ e_w2H§(x) dx = / e dx = /T,
T 2 T 2 2 R T 2
/e‘x Hi(z) dov = /41’2€_m dx = }%im —2ze " +2 / e dr = 24/T.

Sei also n > 2. Zunéchst verwendet man (5.4) a) fiir n — 1 statt n und multipliziert mit
H,(x)
H2(z) — 2zH, 1 (x)H,(z) + 2(n — 1)H,—o(2) H,(x) = 0.
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Davon subtrahiert man die mit H,,_;(x) multiplizierte Gleichung (5.4) a)
H2(z) —2nH?_(z) +2(n — 1)H,_o(2)H,(z) — Hyy1(2)H,1(z) = 0.

2

Man multipliziert mit e=*" und integriert iiber (—oo, 00). Mit a) folgt

/ e H(z) do = 2n - / eV H?_|(2) da.
Mit einer Induktion ergibt sich die Behauptung. O

§6 BERNSTEIN-Polynome

Ohne Beweis haben wir in der Analysis II den Satz zitiert, dass sich jede stetige Funktion
auf einem Kompaktum gleichméfig durch Polynome approximieren lasst. Dazu benotigt
man die so genannten BERNSTEIN-Polynome.

(6.1) Definition. Sei f : [0,1] — R eine Funktion. Dann heifst

Bu(1)a) = Y- £/} )oH(1 = 0"+ € Rlel, me

das zugehorige n-te BERNSTEIN-Polynom.

Offenbar ist B,,(f)(x) ein Polynom von einem Grad < n.
(6.2) Beispiele. a) Fiir f(x) =1, z € [0,1], n € Ny, gilt
"\ (n
B, xr) = Fl—a)"* =@ +1-2)"=1,
D=3 (3) 0ot =1

also B, (f) = f fiir alle n € Ny.
b) Fiir f(z) =z, z €[0,1] und n € N gilt

also B, (f) = f fur alle n € N.
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¢) Fir f(z) =x(1 — ),z €10,1], und n > 1 gilt

n

B = 3 LB ()

2
n
k=0

,_.

n—1 - /n—2
= 1 — k—1 1 _ n—2—(k—1)
—a(l - ) 1(k_1)x (1-)

=(1-4Ha(l—a).

Also stimmen B, (f) und f bis auf den Faktor 1 — 1 iiberein.

=
Il

Als Folgerung notieren wir das

(6.3) Lemma. Fir allen € N und z € [0, 1] gilt

0< i (:g— 5)2- (Z)xk(l — )k = @ < %.

Beweis. Mit (6.2) ergibt sich

k=0

— ()
=22 — (20— 1)z — (1—5) (1 — )
_a(l-a) - 1

Als Anwendung formulieren wir unser zentrales Ergebnis

(6.4) Satz. Ist f : [0,1] — R stetig, so konvergiert die zugehirige Folge (By(f))n>o0
der BERNSTEIN-Polynome auf [0, 1] gleichmdfig gegen f.

Beweis. Da [0, 1] kompakt ist, ist f nach IV(3.13) gleichméfig stetig. Zu ¢ > 0 existiert
somit ein & > 0, so dass

|f(x1) — f(zo)] < e firalle zy,29€[0,1] mit |z, — 25| <.
Da | f| auf dem Kompaktum [0, 1] ein Maximum annimmt, gibt es ein ¢ > 0, so dass

|f(z)] <c fiiralle x€l0,1].
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Sei nun x € [0, 1] beliebig, aber fest. Wir zerlegen die Menge {0, ...,n} in

A, ={k; 0<k<n,|lz—% <6}, B,={k 0<k<n,|z—E£ >d}.
Dann hat man
@) - f(5) <e fir ke A, |f@) - fE) <@+ <2 G ke B,

Nach Definition von B, gilt 62 < (z — £)?  also

)f(w)—f(%)‘gg(x—g) fir k € B,.

Daraus erhalten wir mit (6.3) die Abschitzung

<e+

20%n
Es gibt ein N € N mit ¢/2§°n < ¢ fiir alle n > N, also
|f(z) = B,(f)(z)] <2¢ furalle n >N, x €[0,1].

Demnach konvergiert (B, (f))n>0 gleichméfig gegen f. O

2

Nimmt man f(z) = 2* =z — (1 — x), so impliziert (6.2)

Bo(f)(z) = 7 — (1—1) w(l—z) = 2z 4 (1—1) 2

n n n
Mit der bijektiven Abbildung
0 :[0,1] — [a,b], t—a+tb—a),

folgt daraus der

(6.5) WEIERSTRASSscher Approximationssatz. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann
existiert eine Folge (P,(x))n>0 von reellen Polynomen, die auf [a,b] gleichmdfig gegen
f konvergiert.
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§7 Trigonometrische Polynome und FOURIER-Reihen

Wir beschéftigen uns in diesem Paragrafen mit 27-periodischen Funktionen, also Funk-
tionen f : R — R mit der Eigenschaft f(z) = f(x + 27) fur alle x € R.

(7.1) Definition. Eine Abbildung f : R — R heift ein trigonometrisches Polynom,
wenn es ay, by € R gibt, so dass

(%) flz) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)).
k=1

Speziell ist jedes trigonometrische Polynom natiirlich 27-periodisch.

Zuerst geben wir ein explizites

(7.2) Beispiel. Sei z € R, x ¢ 277Z. Dann gilt

R 1 <1, . , 1 <
3 + Zcos(kx) =3 + Z 5(6“% + ey = 5 Z ek
k=1 k=1 k=—n
2n . . .

1 . . 1 1 —e@nthiz 1 gilntl/2x _ o—i(n+1/2)z
= e n¥ Z elkx — Zein € ' _ _6 : € 4

2 prt 92 1 — eix 2 elx/2 _ p—iz/2
_ sin((n +1/2)x)
~ 2sin(x/2)

Zunéchst formulieren wir eine Eindeutigkeitsaussage.

(7.3) Lemma. Die Koeffizienten ay, by in (x) sind eindeutig bestimmt und werden
gegeben durch
1 2T
ar = —/f(x) cos(kz) dr, k=0,1,...,n,
T
0
2m
1
b, = —/f(x) sin(kz) de, k=1,... n.
T
0

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Analysis II bekannten Orthogonalitétsrelationen
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fiir k,1 € Ny

27 27
/COS(I{?SL’) cos(lx) dx = /sin(k:c) sin(lx) de =0 fir k#1,
0

cos(kx)sin(lz) de =0 fir alle k,1,

o\ o\

2
cos?(kz) dr = /sin2(k:x) der =m firalle k> 1. O
0

Es ist haufig zweckmaéfig, komplexwertige trigonometrische Polynome zu betrachten,
also f : R — Cmit ag, by, € Cin (*). Wegen cos z = 1(e+e~) und sinz = (e —e~*)
hat man

n

fl@) =2+ (a cos(ka) + bysin(ka)) = Y e,

(**) 2 k=1 k=—-n

Cp = %(ak — Zbk>7 C_ = %(ak —|—Zbk), k>1, c¢o= %aO-

Dann ist es zweckméfig, Integrale komplexwertiger Funktionen einzufiihren. Fiir eine
Funktion f =u+ v : [a,b] — C, also u,v : [a,b] — R, definiert man

/bf(t) dt :z/bu(t) dt+i/bv(t) dt € C,

sofern die rechte Seite existiert. Fiir f(t) = e"™ = cos(mt) + isin(mt), m € Z \ {0} hat
man speziell

b b

7
— —cos(mt
— cos(mt)

a a

b b
/ bt = /Cos(mt) dt +i/sin(mt) dt = %sin(mt)

e dt =0 fir meZ)\{0}.

O\L\f

Aus (7.2) und (xx) ergibt sich damit das

(7.4) Korollar. Ist f : R — C, z +— >} cpe™™, ein trigonometrisches Polynom,
so qult
2T
1

cr = —/f(x)e_“m dx, keZ.
2m

0
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Diesen Ansatz nutzen wir fiir eine allgemeine

(7.5) Definition. Sei f : R — C eine 27-periodische Funktion, die iiber [0, 27| RIE-
MANN-integrierbar ist. Dann heiffen die Zahlen

2m
1 .
Gy = %/f(x)e—zkm dx
0

die FOURIER-Koeffizienten von f und

[e.e]

2 Cr eikx

k=—00

die FOURIER-Rethe von f.

Die Konvergenz der FOURIER-Reihe ist durch die Konvergenz der Partialsummen

n

sp(x) = Z cre™ . n € Ny,

k=—n

definiert. I. Allg. wird die FOURIER-Reihe jedoch nicht konvergieren. Wenn sie konver-
giert, ist der Grenzwert nicht notwendig f(z).

(7.6) Lemma. a) Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b
lim /f(x) sin(kx) de = lim /f cos(kx) doz = 0.

k| =00 k| =00

b) Ist f : R — C stetig differenzierbar und 2m-periodisch, so gilt fir die FOURIER-
Koeffizienten

lim a, = lim b, = lim ¢, = 0.
|k|—00 |k —o0 |k|—o0

Beweis. Fiir k # 0 folgt mit partieller Integration

b

/f( )sin(kz) d :__f( ) cos(kx)

a

/ f'(z) cos(kx)

Weil f und f’ als stetige Funktionen auf dem Kompaktum [a, b] beschrénkt sind, existiert
ein M > 0, so dass

2M M(b—a)
sin(kz) dz| < — 0
/f ) \k\ k| |k|—o0

Die tibrigen Aussagen folgen analog. O
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(7.7) Lemma. Wenn die Reihe

n—oo .
gleichmafig gegen f(x) konvergiert, dann sind die ~y die FOURIER-Koeffizienten von
f.

Beweis. Da man wegen der gleichméfigen Konvergenz Summation und Integration
vertauschen darf, folgt

27
1 — .
= 5 7n/€ dx = Tk g
2
n=-—oo 0

Wir diskutieren ein

(7.8) Beispiel. Fiir 0 < x < 27 gilt

ZSIDE{LIZ‘ 25 Z

k=1 =
k;«éO

e’ T—x

ikx
L2

Wegen [* cos(kt) dt = k) fiir k€ N folgt

_osin((n+1/2)t) 1
ZCOS (kt) 2sin(t/2) 2

aus (7.2) und somit

" sin(ka np [ [ sin n+1/2)t 1
Z ; ):Z/Cos(kt) dtz/( 2(sin(t/2) )—§> dt

k=1 k=1

mit

_ / msm((nﬂ/m it

s

Nach (7.6) gilt wegen

sin((n + 1/2)t) = sin(nt) - cos(t/2) + cos(nt) - sin(t/2)
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sogleich
lim F,(z) =0

und damit die Behauptung. o

Fiir FOURIER-Reihen ist jedoch ein anderer Konvergenzbegriff angemessener. Dazu sei
V:={f:R — C; fist 2m-periodisch und iiber [0, 2] RIEMANN-integrierbar}.

Dann ist V' ein C-Vektorraum. Fiir f, g € V' definieren wir das Skalarprodukt

(1.9) = 5= [ 1e)ste) d.

Man verifiziert direkt fiir f,g,h € V, A € C

a) (f+g,h)=(f,h)+ (g, h), (f,g+Nh)=(fg)+(fh)
b) (Mf.9) = Mf.9), (£, A9) = X[, 9)

c) (f,9) =19, )

Fiir jedes f € V ist
2m

1
(f,f)= P /(f(x))2 dz > 0.
T
0
Aus (f, f) = 0 kénnen wir jedoch nicht f = 0 folgern, wie das Beispiel

fx) =

1, falls x € 27Z
{ . (LN =0

0, sonst
zeigt. Die “Seminorm”

b

1l = V) = /<f<x>>2da:, fev

a

erfullt

a) ||f]| >0 fiir alle f € V
b) IAfI = IALIA fiir alle A € C, f eV
o) If +gll < [IfI + llgll fir alle f,g € V.

Die Funktionen ey (z) := e™** k € Z, in V erfiillen
<6k, 6[> = 0y fur alle ]{Z,l € 7.

Sie bilden also ein Orthonormalsystem.

(7.9) Lemma. Die Funktion f € V habe die FOURIER-Koeffizienten ¢y, k € Z. Dann

gilt fiir allen € N
Hf — > cker

k=—n

n

2
= 1P = D lenl.
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Beweis. Mit g := >, _ cpe, € V erhilt man

n n n n

(9,f) = Z ckler, f) = Z el fren) = Z lexl? = Z |ckl> = ([, 9)

k=—n k=—n k=—n k=—n

n

<976k> = Z Cl<€l,€k> = Ck

l=—n

also

(9.9) =Y @lg.ex) = > lenl™

k=—n k=—n

Daraus folgt

If=gl?={f—g.f—9)={f.[)—(f,9)— (9. [)+(9.9)

n
— 112 = S Jenl .

k=—n

Aus (7.6) ergibt sich
> el < |IfI* fiir alle n € N,

k=—n

Mit dem Grenziibergang n — oo folgt der

(7.10) Satz iiber die BEssELsche Ungleichung. Sei f : R — C eine 27-
periodische Funktion, die tber [0,2m] RIEMANN-integrierbar ist. Dann erfillen die
FOURIER-Koeffizienten ¢, von [ die Ungleichnung

2m

- 1

> laP < oo [17@F do= 117
0

k=—00

(7.11) Definition. Seien f, f,, : R — C, n € N, 27-periodische tiber [0, 27] RIEMANN-
integrierbare Funktionen. Man sagt, dass (f,)n,>1 im quadratischen Mittel gegen f
konvergiert, wenn

Jig;)“f _'fﬁH ::07

wenn also

——/mw—nmﬁm—eo.

n—oo

Aus der gleichméfigen Konvergenz folgt die Konvergenz im quadratischen Mittel. Um-
gekehrt folgt aus der Konvergenz im quadratischen Mittel aber noch nicht einmal die
punktweise Konvergenz.
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(7.6) besagt, dass die FOURIER-Reihe von f genau dann im quadratischen Mittel gegen
f konvergiert, wenn
>l = 1115

k=—o00

d.h. wenn die BESSELsche Ungleichung zu einer Gleichung wird. Die Giiltigkeit dieser
Gleichung nennt man Vollstindigkeitsrelation.

(7.12) Lemma. Sei f : R — R eine 2n-periodische Funktion, so dass f‘[o 2n] €INC
Treppenfunktion ist. Dann konvergiert die FOURIER-Reihe von f im quadratischen
Mittel gegen f.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Spezialfall a € [0, 27| und

f(x):{l fl}l" 0<zx<a,

0 fir a <ax<2m.

Dann berechnet man

_ ]' —ikx —ika . .
co = = 5. / dx = 27rk:(6 1) fiir k#0.
0

Fiir & # 0 hat man

[(cos(ka) — 1)* + sin®(ka)| = 1 — cos(ka)),

1
2 _
o™= 1o preEl

also

1 — cos(ka)
k‘;oo|0k|2 —+Z 7:;3/:2 .

1 1 <= cos(ka)

wenn man (1.8) ausnutzt. Also gilt

> 1
> laP = = o= [17@F o= |17

k=—o00 0

Daraus folgt die Konvergenz im quadratischen Mittel. Die gleiche Aussage gilt natiirlich
fiir
~ 1 fir 0<z<a,
flz) = )
0 fir a <x < 2m.
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Ist f eine beliebige Treppenfunktion, so gibt es Funktionen fi, ..., f, der oben beschrie-
benen Art sowie Konstanten 7, ..., ",, so dass

f(z) = Z%’fj(fc)-

Bezeichnet S,, bzw. S;, die n-te Partialsumme der FOURIER-Reihe von f bzw. f;, so

folgt

N

Sy = Z%‘Sg‘,m

j=1

also
1 = Sall = D5 = S || < D 1l - 1fi = Sl — 0,
=1 j=1

wenn man a) verwendet. O

Wir kommen nun zu unserem zentralen Ergebnis.

(7.13) Satz. Sei f : R — C eine 2w-periodische Funktion, so dass f auf [0,27]
RIEMANN-integrierbar ist. Dann konvergiert die FOURIER-Reithe von f im quadrati-
schen Mittel gegen f. Sind c; die FOURIER-Koeffizienten von f, so gilt die Vollstin-
digkeitsrelation

2

S 1

> lalf =5 [ 5@ do= 117
0

k=—00

Beweis. Sei f ohne Einschrénkung reellwertig und |f(x)| <1 fiir alle x € R. Zue > 0
gibt es Treppenfunktionen ¢, € T[0, 27| mit den Eigenschaften

2

l<p<f<v<l, /(¢<x>_¢<x>)dxg

0

g2,

e~

Fir g := f — ¢ gilt dann
91* < (¥ = ¢)* <2(¥ — 9),

also
27

o [lo@P do< 2 [ (w(e) = ola))? do < 3

Seien Sy, Spn, Sgn die n-ten Partialsummen der FOURIER-Reihen von f, ¢, g. Dann
gilt
Stn=Spn+ Sgn-

Nach (7.12) gibt es ein N € N, so dass

| = Semll < fiir alle n > N.

DO ™
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Nach (7.9) hat man
lg = Sgull® < llgll* < 7€

Daher ergibt sich fiir alle n > N

1 1
If — Sf,nH <o~ S%n” + g — Sg,n” < 55 + 55 =&

Damit konvergiert die FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel gegen f. Die fehlende
Aussage ergibt sich aus dem Zusatz zu (7.7). O

(7.14) Beispiel. Aus (7.8) wissen wir, dass die FOURIER-Reihe

> sin(kx
-

k=1

punktweise gegen die 27-periodische Funktion

FiR-R, f0)=0, f(z)= 2$ fir 0 < < 27

konvergiert. Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum in R\ 277 gleichméfig. Dazu
betrachten wir das Intervall [0, 2 — §], 0 < 6 < 7. Fiir z € [§,2m — 4], n € N, gilt

Sn(z) := i sin(kz) = Im (i eikx)
k=1 —
- ikx einm —1
e

etr — 1
Fiur m > n > 0 hat man daher

" sin(kz
> =)

2 1 1

< — . = < '
= Jein/2 — e=/2]  sin(x/2) — sin(4/2)

|Sn(2)] <

n

_ Z sk(z) — sp_1(x)

k
k=m k=m
eSS 1 1 Sp(z)  Smo1(x)
_ésk(z)<k k—l—l)_l_n—l—l m

SR TS R S B R W
“sin(6/2) \m n+1 n+1 m/) = msin(6/2)

Dann folgt die gleichméfige Konvergenz mit dem CAUCHY-Kriterium. Die Reihe

Flz) = Z cosk(jx)

k=1

cos(kx)

| < k_12 gleichméfig auf R und ist 27-periodisch. Die Reihe der

konvergiert wegen

Ableitungen

—sin(kz) z-—7
k= koo

2
1
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konvergiert auf [d, 2m — d] gleichméfig. Nach VII(2.7) ist F" auf [d, 2m — §] differenzierbar

mit
T —T

Fl(a) = =5, a&>pmg:<x;fY+a

Da F als Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Reihe stetiger Funktionen nach
VI(2.5) stetig ist, gilt

Nun gilt

2m 2m
- cos(kx
/F(:)s)dx:Z/ 152 )dxzo
0 k=17
Daraus folgt ¢ = —7{—; und
= cos(kx) r—m\> 7w .
; 12 :< 5 )_E fir 0<2 <27,

Fiur £ = 0 hat man insbesonders

2

1 T
2= R
k=1
(7.15) Beispiele. a) Wir betrachten die 27 periodische Funktion f: R — R mit

f(x>:{1 fiir 0 <2 <,

-1 fir # <z < 2m.

Die FOURIER-Koeffizienten sind

2m
1
COI%/f('r)dxzoa
0

2w

ck:i /e_ikxdx—/e_ikxdx ., k#0

27
o 1 (e 1) = 0, falls k gerade,
C —mik |2, falls k ungerade.

ik’

0 T

1 —ikx
= Tonik (e

Die FOURIER-Reihe von f lautet daher

™
_ —ikx

0

™

2 = 1 : » 4 Ksin((2n + 1))
“ i(2n+1)z i2n+l)z) _ =
m ;0 2n+1 (e ‘ ) s Z '
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Sie konvergiert im quadratischen Mittel, aber nicht punktweise gegen f.
b) Wir haben in (7.14) gesehen, dass fiir 0 < z < 27

(m—2x)* n? cos( s =1 ——
1 _12+; 2+;2k2 e,

Die Reihe konvergiert gleichméfig. Somit stellt die FOURIER-Reihe die 2m-periodische

Funktion dar, die auf [0, 27] mit (” 2° iibereinstimmt. Die Vollstandigkeitsrelation lie-
fert
27 ( )4 4
T— T
144+ Z4k2_27r 16 80’
0
also

4

=1 ™
:;ﬁ:%.

(7.16) Satz. Sei f : R — R eine 2m-periodische Funktion, die stetig und stickwei-
se stetig differenzierbar ist. Dann konvergiert die FOURIER-Rethe von f gleichmdflig

gegen f.

Beweis. Es gibt eine Zerlegung 0 = ¢t < ... < t,. = 27, so dass f‘[t_ ] stetig
77—
differenzierbar ist. Sei ¢; : [t;_1,b;] — R die stetige Ableitung von f‘[t, ] und p : R —
j—1sL5
R die 27-periodische Funktion, die auf [t;_;,?;] mit ¢; iibereinstimmt fiir j = 1,...,r.
Fiir die FOURIER-Koefhizienten v von ¢ gilt nach (7.7)

Y P < llell? < o

k=—o0

Fiir £ # 0 lassen sich die FOURIER-Koeflizienten ¢ von f durch partielle Integration
aus den FOURIER-Koeffizienten von ¢ gewinnen:

/ fx)e ™™ dy = / f(z) cos(kx) dx — i / f(z)sin(kz) dz

tj

tj
. t;
+ 2| (@) cos(ka) / ;@) cos(kz) d
]f ti—1 o
tj
i K
— - f(x)e—zk:c o /QO(LU) ikx dx ’
2 -
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also

2w

tj

— 1 —ikx . i - —ikx

cp = 27T/f(x)e dr = 27r; / f(x)e dx
0 - tj,1

tj

Ny

" 27k

o 2T )
- /‘P(:c)e‘“” dr | = =&,
k
0

Fiir alle o, 3 € C gilt |o8] < 3(|a[* + |3|?) nach der Dreiecksungleichung. Daraus ergibt

sich
1/1 ,
< 5\ 22 + vl | -

Aus der Konvergenz der Reihen Y77 | 7 und Y7 |y folgt

o0
Z lex| < oo.

k=—o0

—1Y
k

el :\

Die FOURIER-Reihe Y77 cxe™™ von f konvergiert damit absolut gleichméfig gegen
eine stetige Funktion g. Somit konvergiert die FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel
gegen f und g. Daraus folgt || f — g|| = 0. Die Stetigkeit von f und ¢ impliziert f = g.O

§8 CHEBYSHEV-Polynome

Wir untersuchen in diesem Paragrafen eine weitere Klasse von Orthogonalpolynomen.

(8.1) Definition. Die CHEBYSHEV-Polynome erster Art T, (x), n € Ny, sind definiert

durch
:1((x+m)"+(x—m)">, reR.

2

T,()

Mit der Definition verifiziert man
(1) To(z) =1, Ti(x)==x, Ty(x)=22>—-1, Ts(z)=42"— 3.

Dass es sich in (8.1) wirklich um Polynome handelt und dass es auf die Wahl der
(komplexen) Wurzel fiir |z| < 1 nicht ankommt, zeigt das
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(8.2) Lemma. T),(x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n in Z[z],
wenn n gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

T.(z) = [nf (;)xn 2k (2 _ 1)k

k=0
sowie

0, falls n ungerade,
(—=1)"2, falls n gerade.

Beweis. Die speziellen Werte folgen durch Einsetzen in die Definition. Mit der binomi-
schen Formel liefert (8.1)

n

T, (x) = %Z <Z)x"—kmk(1 + (-1)F) = [nf (;j)x”_2j(x2 — 1)

k=0 §=0

Daraus liest man die fehlenden Aussagen ab. O

Die zentralen Eigenschaften formulieren wir in dem

(8.3) Satz. Fiir alle x € R gilt
a) Thi1(x) = 22T, (x) — T,_1(x), n € N.
b) Ve —1T)(z) =2 ((z+ Va2 —1)" — (z — V22— 1)"), n € N.
c) f(z) =T.(x), n € Ny, erfillt die Differentialgleichung
(1 —2*)f"(z) —2f'(z) +n’f(z) = 0.

Th(x) T y(x)
n+1 n—1

e) Tp (3(z+27Y)) =3@"+2™), neN, z#0.

d) 2T, (z) =

firneN, n>2.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir |x| > 1 zu beweisen, da es sich um Polynomi-
dentitdten handelt.
a) Es gilt

T (z) = 22T, () + T—1 ()
-2 l(m + Va2 — 1) -2 (x + \/ﬁ)" + (x + m)n_l]

n n—1
[ "+1—2x<x— x2—1> +<x—\/1’2—1> }
+ Vv ) [2x2—1+2x\/x2—1—2$2—2x\/x2—1+1}
-1
( — ) [2x2—1—2x\/x2— —2x2+2x\/x2—1—0—1} =

1
2

(

8

1
2
_'_

N —
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b) Fiir n = 0 ist die Behauptung klar nach (1). Fir n > 2 gilt

T (x)

c¢) Fur n = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir n > 1 folgt mit b)

1) = (e ) o)

x2—1 War—1
Daraus ergibt sich mit b) sofort
(1 — 2T () — 2T (x) + n*T,(z) = 0.
d) Mit b) erhélt man sogleich

T T
n+1 n—1

= (x+m)"+(x_m)"

V)" VD) - e+ VeR ) (- VT 1)
2vx?2 — 1

2T, (z) —

= 0.

e) Mit (8.1) folgt direkt

Nun untersuchen wir die CHEBYSHEV-Polynome genauer auf [—1, 1].
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(8.4) Satz. a) Fir alle n € Ny gilt

Ty(cosp) = cos(ng), ¢ €R,
T,(x) = cos(narccosx) fir alle = € [—-1,1],
|T.(x)| <1 fiir alle x € [-1,1].

b) Alle Nullstellen von T,(x), n € N, sind von erster Ordnung, liegen im Intervall
[—1,1] und werden gegeben durch

2k +1
xk:cos( i 71'), k=0,1,...,n—1.
2n

¢) Fir alle m,n € Ny, z € R gilt

d) Fir alle n € Ny gilt

T,(ecoshp) =" cosh(ny), ¢ eR, ==1,
T, (x) = (sgnx)" cosh(narcoshx), fir alle v € R, |x| > 1,
|T.(z)| > 1 fir alle v € R, |z| > 1.

Beweis. a) Nach (8.1) gilt
T (cosp) = L [(cosp + ising)” + (cos —ising)"] = L [e"? + 7] = cos(ny).

Daraus folgen auch sofort die beiden anderen Gleichungen

b) Als Polynom vom Grad n hat T,,(x) hochstens n Nullstellen. Die angegebenen Punkte
sind nach a) Nullstellen. Also haben sie alle die Ordnung 1 und es gibt keine weiteren.
c¢) Es geniigt die Behauptung fiir |x| < 1 zu beweisen, da es sich um eine Polynomiden-
titdt handelt. Fiir z = cos ¢ folgt mit a)

T (Th(2)) = T (Th(cos ) = T, (cos(ng)) = cos(mny) = T (cosp) = Thn(x).

d) Wegen cosh ¢ = (e 4+ e~ ?) impliziert (8.1)

1
2

T, (cosh )
_ % K%(ego Fe?) 4 \/i(ew + )2 — 1)n n (%(e@ o) — \/i(ew +e9)2 — 1)1

1
= 5(67“0 + €7 ") = cosh(ny).

Die anderen Identitdten folgen daraus mit (8.2) O

Mit (8.4)a) kann man auch die Stellen y; bzw. 2z bestimmen, in denen 7, "‘[—1 ) sein

Maximum bzw. Minimum annimmt. Sie werden gegeben durch

2k 2k +1 -1
Yp =cos | —m |, kzO,l,...,[ﬁ], Zp = COS i m), k=0,1,..., r .
n 2 n 2
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Nun untersuchen wir die erzeugende Funktion

(8.5) Satz. Fiir alle z,t € R, |z| <1, |t| <1 gilt

(m t) 1—at 2{:1j

1— 2zt +¢2

Beweis. Fiir alle |z| < 1 gilt |T,,(z)| < 1, so dass die geometrische Reihe eine konver-
gente Majorante der obigen Reihe ist. Dann gilt

<ZT ) (1 — 2zt 4 t2)

= Ty(z) + (Ty () — 22Ty(x)) t + Z — 22T,y (2) + T ()] "
=1-—xt,
wenn man (1) und (8.3) a) verwendet. O

Als Folgerung erhalten wir eine weitere explizite Darstellung der T, ().

(8.6) Korollar. Fiir allen € N, x € R gilt

[n/2]

n n—1-—k)! I
Tu(@) =5 > (-1 W (22)" 2k,

k=0

Beweis. Es geniigt die Identitét fiir |2| < 3 zu beweisen. Aus (8.5) folgt fiir |z| < 3,
it <3

1—uat -
- - 7 (1= 9 _ 42\n
w(a,t) = T = (1= 1) mZ:O( xt — t?)
—(1—at) (7]’;)( 1)k (2q)mkgm+h
m=0 k=0
o (2,
—(1— _1\k n—2k n
-3 (S (" ) e )
n=0 k=0
Durch Koeffizientenvergleich mit (8.5) folgt daraus Ty(z) = 1 und fiir n > 1
[n/2] [n—1/2]
B n—k k n—okp 1 n—1-k k n—2k
nw =Y (") evre - 3 ("7 T enten)
k=0 k=0
[n/2]
n (n—1—Fk)! _
_ -1 k 27\ 2k O
3 2V = ()
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Im néchsten Schritt untersuchen wir die Orthogonalitétsrelationen. Dazu bemerken wir
die Existenz des uneigentlichen Integrals

™ ™

/ dx _ sinp J /d
S — =T.
. \/1—x2 /1 —cos?p [ 4

0

(2)

Also existiert das Integral

p(z) -
dx fiir jedes p(x) € R|x].
T _ 2
I, 11—z

(8.7) Satz. Fiir alle m,n € Ny gilt

Ty ()

a)/ﬁdl'zo,fallsm%n
-1

b)/\/l_i :g,fallsnzl

)/m

Beweis. Mit der Substitution = = cos ¢ erhilt man aus (8.4) a)

T, (x) dp — ] T (cos )T, (cosp) .

— sinp d

/1 V1—2? /1 —cos?p s
™ 0, falls m # n,

= /cos(map) cos(ng) dp = ¢ /2, falls m=n>1, O
0 m, falls m =n=0.

Es gibt eine weitere Klasse von CHEBYSHEV-Polynomen.

(8.8) Definition. Die CHEBYSHEV-Polynome zweiter Art U,(z), n € Ny, werden
gegeben durch

x2—1U()=§((x+W)"+l (z — x2—1)"+1).

Damit haben wir

(3) Up(x) =1, U(z) =2z, Uy(x)=42*—1, Us(x)=82"—4z.
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Wortlich wie im Beweis von (8.2) folgt das

(8.9) Lemma. U,(x) ist ein gerades bzw. ungerades Polynom vom Grad n in Z[z],
wenn n gerade bzw. ungerade ist. Es gilt

& (n+1
Un(z) = (% | 1) 2" (2 - 1)

k=0
sowie

0, falls n ungerade,
(—=1)"2,  falls n gerade.

Ui(1) =n+1, U(=1)=(=1)"(n+1), Un(O):{

Grundlegende Rekursionsformeln und Zusammenhénge zwischen beiden Typen von
CHEBYSHEV-Polynomen beinhaltet das

(8.10) Lemma. Fir alle z € R gilt
a) Upsi(x) = 22U, (z) — Up_q1(x), n € N,
b) To(x) = Up(x) — 2Up—1(x), n € N,

[n/2] n
¢) Un(z) = 55Ty (x) = g(—l)k(";k) (2a)" " = ]gox’“Tn_k(x), n € N,

d) Uni1(z) = 2T041(2) + Up—a(2), n €N,
e) Tn(z) + Upor(2)Va? = 1= (2 + Va2 — 1)”, n € N.

Beweis. a) Die gleiche Rechnung wie in (8.3) a) liefert die Behauptung

b) Man tragt (8.9) ein.

c) Die erste Identitat ergibt sich aus (8.3)b), die zweite daraus mit (8.6). Die letzte
Identitét ergibt sich, indem man fiir die 7,,_(x) die Darstellung aus b) sowie (3) ver-
wendet.

d) Wenn man b) einsetzt, folgt die Behauptung aus a).

e) Man tragt fiir 7,,(x) und U,_;(x) die Definitionen ein. O

Nun wiederum interessieren wir uns fiir die Restriktion auf [—1,1].
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(8.11) Lemma. a) Fiir alle n € Ny gilt

sin((n + 1)y)

, , w€eR\Zn.
sin

Upn(cos @) =

b) Fir alle |x| <1, |t| <1 gilt

u(z,t) == — _ ZUn(x)t”.

1 —2xt + 2

¢) Fir alle m,n € Ny gilt

/Um<x>Un<x>m dz = {0 fiir m # n,

/2 fir m=n.

.
Beweis. a) Nach (8.8) gilt
(cos @ + isin )"t — (cosp —isin )"t eintle _ pmilntl)e

U, = — = —
(cos o) 2isin @ 2isin @

sin((n + 1))
sin ’

b) Fiir |z| < 1 ist die geometrische Reihe nach a) eine Majorante der rechts stehenden
Reihe. Fiir = £1 verwende man (3). Dann folgt die Behauptung analog zu (8.5) aus
(8.10) a) und (3).
c) Wegen a) gilt

Le—u{ .

Un(2)Up(2)V1 — 22 dox = /Um(cos @)U, (cos @) sin? ¢ dyp
0

0 fiir m # n,
w/2 fir m=n.

= /sin((m + D)) sin((n+ 1)p) dp = {

§9 Der Fundamentalsatz der Algebra

Der Fundamentalsatz der Algebra ist damit die letzte noch nicht bewiesene Aussage der
Analysis I. Er hat in seiner reellen Version auch grofte Bedeutung fiir die Schulmathema-
tik, wenn man zum Beispiel die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen behandelt.
Wir stellen einen Beweis vor, der mit den Methoden der Analysis I auskommt.

(9.1) Fundamentalsatz der Algebra. Zu jedem nicht-konstanten Polynom

p(Z)=ay+wmZ+...+a, 2" € ClZ]

ezistiert ein ¢ € C mit p(c) = 0.
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Wir betrachten zunéchst den Spezialfall von n-ten Wurzeln, der auch fiir sich interessant
ist.

(9.2) Lemma. Zu jedem n € N und a € C ezistiert ein ¢ € C mit " = a.

Beweis. Wir verwenden eine Induktion nach n, wobei n = 1 trivial ist. Sei daher n = 2

und
_ 1 1
a=u+iv, c:= §(|a|+u)+25 §(|a|—u),

wobei € € {£1} so gewidhlt ist, dass v = ¢|v|. Dann gilt

1 1 1
= §(|a|+u)—52§(|a| —u) + 2ie Z(|a|2—u2)
—u+ieVv? =u+iv=a.

Sei also n > 2. Ist n = 2m gerade, so wahlt man zunéchst nach Induktionsvoraussetzung
ein b € C mit " = a und dann nach dem bewiesenen Fall ein ¢ € C mit

A =b, also " =a.
Sei daher n ungerade und ohne Einschrankung |a| = 1, da sonst ¢" = a/|a| auch

(n

impliziert. Wegen (—c)" = —¢" sei weiterhin a ¢ R. Wir wihlen ein d € C mit d* = a,
also dd = |d|? = |a| = 1 und betrachten das Polynom

ale)" = a

p(X)=i[d(X +i)" —d(X —9)"] =i(d —d) X" + ...
Wegen p(z) = p(x) fiir alle x € R ist p(X) ein reelles Polynom, das wegen d ¢ R den
ungeraden Grad n hat. Nach dem Zwischenwertsatz (vgl. IV(3.8)) hat p eine Nullstelle
A € R. Es folgt

dA+14)"=d(\—1i)", also (iii) :%:dzza.

Das Lemma bedeutet, dass ein Polynom Z" —a stets eine Nullstelle in C hat. Der néchste
Beweisschritt ist enthalten in dem

(9.3) Lemma. Zu jedem nicht-konstanten Polynom
p(Z)=ap+wmZ+...+a, 2" € ClZ]

existiert ein ¢ € C mit

|p(e) | <|p(z)| firalle zeC.
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Beweis. Sci a,, # 0. Wie im obigen Beweis von (9.1) schlieBt man [p(z)| > $|a,|R™ fiir
|z| > R. Weil die reellwertige stetige Funktion

C—R, 2z |p(2)|

auf dem Kompaktum {z € C;|z| < R} ihr Minimum in ¢ annimmt, erhélt man das

gesuchte ¢, wenn man
s o[y
N [

wahlt. O

Von technischer Bedeutung ist das

(9.4) Lemma. Sei ke N, be C, b#0, g(Z) € C[Z] mit g(0) =0 und

hZ)=1+bZF+ ZFg(Z) € C[Z].

Dann ezistiert ein uw € C mit |h(u)] < 1.

Beweis. Wir withlen nach (9.2) ein d € C mit d* = —1/b, also bd* = —1. Fiir alle t € R
mit 0 <t <1 gilt dann mit der Dreiecksungleichung

| h(td) | < [1+b(td)" | + | (td)"g(td) | =1 —1* + " | d°g(td) | .
Da ¢ als Polynom stetig in 0 mit g(0) = 0 ist, existiert ein 0 < § < 1 mit
1
|d"g(td)| < 5 fir 0<t<y,

also )
|h(td)|<1—§t’“<1 fir 0<t<?é. -

Nun haben wir alle Hilfsmittel fiir den

Beweis von (9.1). Wir wéhlen ¢ € C mit |p(c)| < | p(2) | fiir alle z € C nach (9.3)
und nehmen p(c) # 0 an. Mit p(Z) ist auch

nicht konstant. Nun kann man (9.4) anwenden und erhélt ein v € C mit |h(u)| < 1, d. h.
Ip(c +u)| < |p(c)|. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von ¢ und es folgt p(c) =0. O

=142+ .. +b,2", b.#0, 1<k<n,

Nun wollen wir Polynome zerlegen. Als ersten Schritt erhalten wir das

(9.5) Lemma. Sei p(Z) € C[Z] vom Grad n € N und ¢ € C mit p(c) = 0. Dann
existiert genau ein Polynom q(Z) € C[Z] vom Grad n — 1 mit

p(Z) = (£ —¢c)-4(Z).
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Beweis. Sei p(Z) = ay+a1Z+...+a,Z", a, # 0. Nach der Summenformel fiir endliche
geometrische Reihen gilt

7' —c" =(Z—-¢c)-q¢(2), ¢Z2)=2""1+7Z2"%c+.. .+ reN
Aus p(c) = 0 ergibt sich

n n

p(Z) Ip(Z) —p(C) = Z(LT(ZT - CT) = (Z - C) ’ Q(Z>7 Q(Z> = ZCLTQT(Z)'

Aufgrund von a,, # 0 hat ¢(Z) den Grad n — 1. Wegen

q(z) = & fir alle 2ze€C, z#c,
z—c
ist ¢(Z) durch p(Z) und ¢ eindeutig bestimmt. O

Mit einer Induktion erhalten wir daraus das

(9.6) Korollar. a) Jedes Polynom p(Z) € C[Z] vom Grad n € N besitzt eine Dar-
stellung

pZ)=a(Z—-ay)-...-(Z—a,), 0#acC, a...,a,€C.

Dabei sind o und bis auf die Rethenfolge auch ay, ..., a, eindeutig bestimmt.
b) Die irreduziblen Polynome tber C sind genau diejenigen vom Grad 1, d.h. C ist
algebraisch abgeschlossen.

Eine reelle Version des Fundamentalsatzes der Algebra beinhaltet das

(9.7) Korollar. a) Jedes Polynom p(X) € R[X] vom Grad n € N besitzt eine Dar-
stellung

p(X):a(X_a'l)(X_aT)Q1(X)QS(X)7 O#QGR, a’la"'yaT’GRa
Qj(X):X2+ij+Cj, bj,CjeR, b?—40j<07 1§j§8, r+2s =n.

Dabei sind « und jeweils bis auf die Rethenfolge aq, ..., a, und ¢(X),...,qs(X) ein-
deutig bestimmd.

b) Die irreduziblen Polynome tiber R sind genau diejenigen vom Grad 1 sowie dieje-
nigen von Grad 2 ohne reelle Nullstelle.

Beweis. Wir fassen p als komplexes Polynom auf und betrachten die Zerlegung gemafs
(9.6). Weil die Koeffizienten von p reell sind, gilt p(z) = p(z) fiir alle z € C. Also ist mit
z=u+1iv € C,z ¢ R, auch Z = u — iv eine von z verschiedene Nullstelle. Wegen v # 0

hat man
(X -2)(X-2)=X?—(24+2)X + 22 = X? — 2uX + (u* +v*) € R[X],
(2u)? — 4(u® + v?) = —4v* < 0.
Umgekehrt hat ein Polynom X2 + bX + ¢ € R[X]| mit b* — 4¢ < 0 auch keine reelle

Nullstelle, sondern zwei konjugiert komplexe. Damit fithrt jede Darstellung in (9.7) auf
eine in (9.6), so dass auch die Eindeutigkeit folgt. O
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Als Folgerung aus (9.6) erhélt man das

(9.8) Korollar. Ein Polynom p(Z) € C|Z] vom Grad n € N hat héchstens n (kom-
pleze) Nullstellen.

Wir kénnen Polynome auch benutzen, um Funktionen an verschiedenen Stellen zu ap-
proximieren.

(9.9) Satz. Sind ay,...,a, € C paarweise verschieden und wy, . .., w, € C, so gibt es
genau ein Polynom p(Z) € C[Z] von einem Grad < n mit der Eigenschaft

plaj) =w; fir j=1,...,n,
ndmlich

(+) p(z) = we [] jk‘_‘gj.

k=1  1<j<n
J#k

Beweis. Die Existenz folgt aus (x). Zur Eindeutigkeit betrachtet man die Differenz
zweier solcher Polynome, die in ay, ..., a, Nullstellen hat und nach (9.8) das Nullpoly-
nom ist. O

Man nennt (x) das LAGRANGEsche Interpolationspolynom. Es ist reell, wenn a4, ..., a,
und wy, ..., w, reell sind und hat eine Darstellung

p(2) :Zwk a(z) 2Fay,. .., ay,

falls
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